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ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω μία συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστημα 
[image: image1.wmf][

]

α,β

. Αν G είναι μία παράγουσα της f στο 
[image: image2.wmf][
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α,β

 τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image3.wmf](
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ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να δώσετε τον ορισμό του ολικού ελαχίστου μιας συνάρτησης f  με πεδίο ορισμού το Α.                                                                                       ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:
α. Αν 
[image: image4.wmf]0

xx

limf(x)=-
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¥

, τότε η ευθεία 
[image: image5.wmf]0

x=x

 λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f .

β. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0,1], τότε το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα 
[image: image6.wmf][

]

f(0),f(1)


γ. Για δύο συναρτήσεις f, g συνεχείς στο διάστημα [α,β] ισχύει πάντα 


[image: image7.wmf](
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δ. Αν η συνάρτηση 
[image: image8.wmf]f

 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image9.wmf]¡

 με συνεχή παράγωγο και για κάθε 
[image: image10.wmf]12
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 με 
[image: image11.wmf]12
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 ισχύει 
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, τότε η 
[image: image13.wmf]f

 είναι γνησίως αύξουσα. 
ε. Για οποιονδήποτε 
[image: image14.wmf]z*
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 ισχύει 
[image: image15.wmf]-z=-z


ΜΟΝΑΔΕΣ 10 
ΘΕΜΑ 2ο 

Α. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός z για τον οποίο ισχύει 
[image: image16.wmf]22
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α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του 
[image: image17.wmf]z
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β. Να βρείτε το σημείο του γεωμετρικού τόπου με τη μέγιστη απόσταση από το κοινό σημείο του άξονα 
[image: image18.wmf]yy

¢

 και του γεωμετρικού τόπου.
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Β. 
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  z  για τον οποίο ισχύει 
[image: image19.wmf]z-2iz4
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α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του  z 


           

         ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β. Να βρείτε το μιγαδικό αριθμό με το ελάχιστο μέτρο.

         ΜΟΝΑΔΕΣ 6
ΘΕΜΑ 3ο 
Οι συναρτήσεις 
[image: image20.wmf]f

 και 
[image: image21.wmf]g

 είναι παραγωγίσιμες στο 
[image: image22.wmf]R

 και για κάθε 
[image: image23.wmf]x
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 ισχύουν:
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Αν 
[image: image26.wmf](
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 για κάθε 
[image: image27.wmf]x
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 και 
[image: image28.wmf](
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, τότε:
α. Να βρείτε τον τύπο της 
[image: image29.wmf]g

                                                                   ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β. Να αποδείξετε ότι η 
[image: image30.wmf]f

 είναι γνησίως αύξουσα.                                          ΜΟΝΑΔΕΣ 6
γ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image31.wmf](
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fxx
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 για κάθε 
[image: image32.wmf]x1
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δ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image33.wmf](
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 τέτοιο ώστε να είναι:
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Θέμα 4ο 
Η συνάρτηση f είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image35.wmf][
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 με 
[image: image36.wmf](
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 και ισχύει:
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α. Να βρείτε τον τύπο της 
[image: image39.wmf]f

 και κατόπιν να μελετήσετε την 
[image: image40.wmf]f

 ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα.                                                     ΜΟΝΑΔΕΣ 8
β. Να αποδείξετε ότι  
[image: image41.wmf] 
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γ. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image42.wmf]g

 με τύπο: 
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έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 
[image: image44.wmf](
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 και κατόπιν να αποδείξετε ότι υπάρχουν 
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 τέτοια ώστε να ισχύει:
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω μία συνάρτηση f, παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα 
[image: image47.wmf](

)

α,β

, με εξαίρεση ίσως ένα σημείο 
[image: image48.wmf]0

x

, στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. Αν 
[image: image49.wmf](
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 στο 
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[image: image51.wmf](
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 στο 
[image: image52.wmf](
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, τότε το 
[image: image53.wmf](
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 είναι τοπικό μέγιστο της f.
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Β.
Να δώσετε τον ορισμό της ισότητας δύο συναρτήσεων f και g
ΜΟΝΑΔΕΣ 5 
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:
α. Αν 
[image: image54.wmf]0

xx

limf(x)=+
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¥

, τότε η ευθεία με εξίσωση 
[image: image55.wmf]0

x=x

 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f.

β. Αν ισχύει 
[image: image56.wmf](
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 για κάθε 
[image: image57.wmf]x
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 τότε η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image58.wmf]¡


γ. Ισχύει η ισοδυναμία 
[image: image59.wmf](

)

00

xxxx

limf(x)limf(x)0

®®

=Û-=

ll


δ. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν ασύμπτωτες.

ε. Για οποιονδήποτε 
[image: image60.wmf]z*
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 ισχύει 
[image: image61.wmf]-z+-z0
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ΘΕΜΑ 2ο 

Α. Έστω ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image62.wmf]zC
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Î

 για τον οποίο ισχύει 
[image: image63.wmf](
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α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z                              ΜΟΝΑΔΕΣ 7
β. Να υπολογίσετε τη μέγιστη και ελάχιστη τιμή του μέτρου z                ΜΟΝΑΔΕΣ 8
Β. 
Aν για τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image64.wmf]12

z,z

 ισχύει 
[image: image65.wmf]12
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 τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image66.wmf]12
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ΘΕΜΑ 3ο 
Α. Θεωρούμε τις συναρτήσεις 
[image: image67.wmf]f,g:
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 τέτοιες, ώστε 
[image: image68.wmf]2
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[image: image69.wmf]g(x)2xf(x)
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 για κάθε 
[image: image70.wmf]x
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. Να βρείτε:
α. την ασύμπτωτη της 
[image: image71.wmf]f
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 στο 
[image: image72.wmf]+¥
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β. την ασύμπτωτη της 
[image: image73.wmf]g
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 στο 
[image: image74.wmf]+¥
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γ. το όριο 
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Β. Έστω η συνάρτηση f με τύπο 
[image: image76.wmf]22
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. Να βρείτε για ποια τιμή του α το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα 
[image: image77.wmf]xx
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 και τις ευθείες 
[image: image78.wmf]x=0  
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 είναι ελάχιστο.
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ΘΕΜΑ 4ο 
Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image79.wmf]R

, με  συνεχή δεύτερη παράγωγο και υπάρχουν 
[image: image80.wmf]α,β
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 με 
[image: image81.wmf]αβ
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 τέτοια ώστε να είναι 
[image: image82.wmf](
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. Επιπλέον ορίζουμε τη συνάρτηση 
[image: image83.wmf]g

 με τύπο:
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α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image85.wmf](
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 στο οποίο η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 
[image: image86.wmf]g
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 της 
[image: image87.wmf]g

 είναι παράλληλη στον άξονα 
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β. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image89.wmf](
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γ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  
[image: image90.wmf]ξ
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 τέτοιο ώστε να ισχύει 
[image: image91.wmf](
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δ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  
[image: image92.wmf](
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 τέτοιο ώστε να ισχύει: 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α.  Αν οι συναρτήσεις 
[image: image94.wmf]f,g

 είναι παραγωγίσιμες στο 
[image: image95.wmf]0

x

 τότε να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image96.wmf]fg
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 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image97.wmf]0

x

και ισχύει:

                                         
[image: image98.wmf](
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Β.
Να διατυπώσετε το θεώρημα του Rolle και να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος.







 ΜΟΝΑΔΕΣ 5 
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:
α. Αν 
[image: image99.wmf]x

limf(x)=2

®+¥

, τότε η ευθεία 
[image: image100.wmf]y=2

 λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο 
[image: image101.wmf]+
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β. Αν ισχύει 
[image: image102.wmf](
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 για κάθε 
[image: image103.wmf]x
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, τότε η συνάρτηση 
[image: image104.wmf]gf
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 είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[image: image105.wmf]¡


γ. Η συνάρτηση 
[image: image106.wmf]f

 με τύπο 
[image: image107.wmf](
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 έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη.

δ. Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image108.wmf]12

z,z

 ισχύει 
[image: image109.wmf]12
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 τότε σε κάθε περίπτωση ισχύει και 
[image: image110.wmf]12
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ε. Για οποιονδήποτε 
[image: image111.wmf]z*
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 ισχύει 
[image: image112.wmf]zz0
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ΘΕΜΑ 2ο 

Α. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός z  για τον οποίο ισχύει 
[image: image113.wmf]z3iz9

-=-


α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του 
[image: image114.wmf]z

 
                        ΜΟΝΑΔΕΣ 6

β. Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό 
[image: image115.wmf]z

 με το μικρότερο μέτρο
           ΜΟΝΑΔΕΣ 7
Β. 
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός z για τον οποίο ισχύει 
[image: image116.wmf]z1
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α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του  z 

          ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β. Αν ισχύει 
[image: image117.wmf]12
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τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image118.wmf]12
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ΘΕΜΑ 3ο 
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image119.wmf]¡

 και για κάθε 
[image: image120.wmf]x
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 ισχύει:
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)

(

)

 x

 1

2t ft dt

2

1

fx e  

1e

ò

=

+


α) Να βρείτε τον τύπο της 
[image: image122.wmf]f
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β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image123.wmf](
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γ) Να μελετήσετε την 
[image: image124.wmf]f

 ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 
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δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης 
[image: image125.wmf]f

C

 της 
[image: image126.wmf]f
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ε) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
[image: image127.wmf]f

C

, τους άξονες και την ευθεία 
[image: image128.wmf]xe
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, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image129.wmf]11
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ΘΕΜΑ 4ο 

Α. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image130.wmf]¡

 με 
[image: image131.wmf](
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 . Αν  ισχύουν 
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[image: image134.wmf]x
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 τότε να αποδείξετε οτι:
α) Ισχύουν 
[image: image135.wmf](
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[image: image137.wmf]x
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β) Η f παρουσιάζει ελάχιστο σε σημείο 
[image: image138.wmf](
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γ) Η εξίσωση 
[image: image139.wmf](
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 έχει μοναδική ρίζα το 1             ΜΟΝΑΔΕΣ 7
δ) Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
[image: image140.wmf]f

C

 της f, την εφαπτομένη της 
[image: image141.wmf]f
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 στο 
[image: image142.wmf]0
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 και τις ευθείες  
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 και 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 
[image: image146.wmf][
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     Αν  η 
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 είναι συνεχής στο 
[image: image148.wmf][
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,  τότε να αποδείξετε ότι για κάθε   

    αριθμό η μεταξύ των 
[image: image150.wmf](

)

f

α

 και 
[image: image151.wmf](

)

f

β

 υπάρχει ένας τουλάχιστον 
[image: image152.wmf](

)

0

x

α,β

Î

 τέτοιος   

     ώστε 
[image: image153.wmf](

)

0

fx

η

=

     

     ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να δώσετε τον ορισμό της οριζόντιας ασύμπτωτης της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f στο 
[image: image154.wmf]+

¥


ΜΟΝΑΔΕΣ 5 
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:
α. Αν 
[image: image155.wmf]x

limf(x)=

®-¥

l

, τότε η ευθεία 
[image: image156.wmf]y=

l

 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο 
[image: image157.wmf]+

¥


β. Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0,1], τότε το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα 
[image: image158.wmf][

]

f(0),f(1)


γ. Για δύο συναρτήσεις f, g συνεχείς στο διάστημα [α,β] ισχύει πάντα 


[image: image159.wmf] 

β β β

 

α α α

f(x)g(x)dx=f(x)dxg(x)dx

××

òòò


δ. Αν 
[image: image160.wmf](

)

0

xx

limfx

®

=-¥

, τότε 
[image: image161.wmf](

)

0

xx

1

lim

fx

®

=-¥


ε. Για οποιονδήποτε 
[image: image162.wmf]z*

Î

£

 ισχύει 
[image: image163.wmf]zz

-=-


ΜΟΝΑΔΕΣ 10 
ΘΕΜΑ 2ο 

Α. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός z για τον οποίο ισχύει 
[image: image164.wmf]z42z2

+=-


α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας του z

                         ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο της εικόνας του μιγαδικού αριθμού w για τον 

οποίο ισχύει 
[image: image165.wmf]z8

w

z4

-

=

-







        
          ΜΟΝΑΔΕΣ 7

Β. 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z, w  για τους οποίους  ισχύει 
[image: image166.wmf]z34i

w

1i

-+

=

+


α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας του z αν γνωρίζετε ότι ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image167.wmf]w

 είναι πραγματικός. 


            

          ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β. Να βρείτε το μιγαδικό αριθμό 
[image: image168.wmf]z

 με το ελάχιστο μέτρο.

         ΜΟΝΑΔΕΣ 7
ΘΕΜΑ 3ο 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f ορισμένη στο 
[image: image169.wmf]¡

 για την οποία ισχύει 
[image: image170.wmf](

)

(

)

ffx4x3

=-

 για κάθε 
[image: image171.wmf]x

Î

¡

. Να αποδείξετε ότι:

α.
[image: image172.wmf](

)

f11

=

 και 
[image: image173.wmf](

)

(

)

f4x34fx3

-=-

, 
[image: image174.wmf]x

Î

¡

                                              ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β. Το σύνολο τιμών της  f  είναι το 
[image: image175.wmf]¡

 



         ΜΟΝΑΔΕΣ 6
γ. 
[image: image176.wmf](

)

4f(3)f93

-=

 






         ΜΟΝΑΔΕΣ 6
δ. 
[image: image177.wmf](

)

(

)

 1 0

 0 3

15fx dxfx dx12

-

-=

òò

                                                          ΜΟΝΑΔΕΣ 7
ΘΕΜΑ 4ο 
Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image178.wmf](

)

0

,

+¥

, με 
[image: image179.wmf](

)

(

)

f11f120

¢

+=-=

 και για κάθε 
[image: image180.wmf]x0

>

 ισχύει 
[image: image181.wmf](

)

(

)

2

fxfx

x

¢¢¢

=-


α. Να βρείτε τον τύπο της f  και το σύνολο τιμών της.                                  ΜΟΝΑΔΕΣ 8
β.Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
[image: image182.wmf]f

C

 της f, τον άξονα 
[image: image183.wmf]xx

¢

 και τις ευθείες 
[image: image184.wmf]x1

=

 και 
[image: image185.wmf]x

α1

=>

. Κατόπιν να βρείτε το όριο 
[image: image186.wmf](

)

2

α

Εα

lim

α

®+¥

                                                                                                        ΜΟΝΑΔΕΣ 8
γ. Ορίζουμε τη συνάρτηση 
[image: image187.wmf]g

 με τύπο 
[image: image188.wmf](

)

(

)

x1

gxfxe1, x0

-

=++>

. Να μελετήσετε την 
[image: image189.wmf]g

 ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
           ΜΟΝΑΔΕΣ 9
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 
[image: image190.wmf][

]

α,β

. Αν G είναι μία παράγουσα της f στο 
[image: image191.wmf][

]

α,β

, τότε να αποδείξετε ότι: 
[image: image192.wmf](

)

(

)

(

)

 

β

 

α

 ftdtG

βGα

=-

ò


 








ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να δώσετε τον ορισμό του μέτρου ενός μιγαδικού αριθμού z.








 ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις: 
α) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image193.wmf]¡

, δύο διαδοχικές ρίζες της είναι το 0 και 3 και ισχύει 
[image: image194.wmf]2

f(2)-2f(2)+1=0

, τότε είναι 
[image: image195.wmf]f(x)>0

 για κάθε 
[image: image196.wmf]x(0,3)

Î


β) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image197.wmf]¡

 και ισχύει 
[image: image198.wmf](

)

2

f(x)+7f(x)+10<0

¢¢

 για κάθε 
[image: image199.wmf]x

Î

¡

, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image200.wmf]¡


γ) Για οποιοδήποτε μιγαδικό αριθμό z ισχύει 
[image: image201.wmf]2

z+2012>0


δ). Αν η συνάρτηση 
[image: image202.wmf]f

 είναι συνεχής στο 
[image: image203.wmf]¡

 και για κάθε 
[image: image204.wmf]12

x,x

Î

¡

 με 
[image: image205.wmf]12

xx

¹

 ισχύει 
[image: image206.wmf](

)

(

)

2

1

 fx

 fx

 7 dx0

¹

ò

, τότε η 
[image: image207.wmf]f

 αντιστρέφεται. 

ε). Η συνάρτηση 
[image: image208.wmf]f

 είναι παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα στο 
[image: image209.wmf]¡

 με συνεχή παράγωγο. Αν κάθε 
[image: image210.wmf]x

Î

¡

 ισχύει 
[image: image211.wmf](

)

 x1

 2x1

 ft dt0

+

+

¢

>

ò

 , τότε είναι 
[image: image212.wmf]x0

>


ΜΟΝΑΔΕΣ 10
ΘΕΜΑ 2ο 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z, w για τους οποίους ισχύει:


[image: image213.wmf]2z+i

w=

z-i


α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z για τους οποίους ισχύει:


[image: image214.wmf]w=3


ΜΟΝΑΔΕΣ 12
β) Αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού 
[image: image215.wmf]z=

α+βi,  α,βR

Î

 είναι σημείο του προηγούμενου γεωμετρικού τόπου τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση:


[image: image216.wmf]232

αx+2(β+5)x-25=0

××



έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα (0,1)
   

ΜΟΝΑΔΕΣ 13

ΘΕΜΑ 3ο
Α. Έστω η συνάρτηση f με τύπο 
[image: image217.wmf](

)

2

1

fx

x2x2

=

-+


α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image218.wmf](

)

 1

 0

x

Ι dx

fx1

=

+

ò

                                ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης 
[image: image219.wmf]f

C

 της f              ΜΟΝΑΔΕΣ 5
γ) Nα υπολογίσετε το όριο 
[image: image220.wmf](

)

 x1

x

 x

lim ftdt

+

®+¥

ò

                                               ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Β.
Να αποδείξετε ότι ισχύει 
[image: image221.wmf]2

x

x

e-1>x+

2

 για κάθε 
[image: image222.wmf]x>0

.


    ΜΟΝΑΔΕΣ 10
ΘΕΜΑ 4ο 
Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο 
[image: image223.wmf](

)

fxlnx

αx1,x0,0α1

=-+><<

       

 
α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το σύνολο τιμών της.                                                                                                    ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β) Να αποδείξετε ότι η f έχει δύο ακριβώς ρίζες 
[image: image224.wmf]12

ξ,ξ

                                 ΜΟΝΑΔΕΣ 6
γ) Αν υποθέσουμε ότι 
[image: image225.wmf]12

ξ<ξ

, τότε να αποδείξετε ότι υπάρχουν 
[image: image226.wmf](

)

12

ρ,ρ0,

Î+¥

 με 
[image: image227.wmf]12

ρ<ρ

 τέτοια ώστε: 
[image: image228.wmf](

)

(

)

12

12

ξξ

11

f

ρfρlnα

-

-=

¢¢

                                              ΜΟΝΑΔΕΣ 6                               
δ) Αν το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f και τον άξονα 
[image: image229.wmf]xx

¢

 είναι ίσο με 
[image: image230.wmf]21

ξξ

2

-

, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image231.wmf]12

3

ξξ

α

+=


ΜΟΝΑΔΕΣ 7
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

                  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν

· η f είναι συνεχής στο Δ και

· 
[image: image232.wmf](

)

fx0

¢

=

 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ

τότε να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ.
 








ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να δώσετε τον ορισμό του μέτρου ενός μιγαδικού αριθμού z.









 ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις: 
α) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image233.wmf]¡

 με 
[image: image234.wmf]f(x)0

¹

 για κάθε 
[image: image235.wmf]x

Î

¡

 και 
[image: image236.wmf]f(2012)>1

, τότε είναι 
[image: image237.wmf]f(x)>0

 για κάθε 
[image: image238.wmf]x

Î

¡


β) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[image: image239.wmf]¡

, τότε η συνάρτηση fof είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[image: image240.wmf]¡


γ) Για δύο οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς z και w ισχύει πάντα 
[image: image241.wmf]22

z+w>0


δ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [0,1] και 
[image: image242.wmf]f(0)>f(1)

 τότε το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα 
[image: image243.wmf][

]

f(1),f(0)


ε) Αν 
[image: image244.wmf]0

z, z

 είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί, τότε η εξίσωση 
[image: image245.wmf]0

zz

ρ,ρ0

-=>

 παριστάνει στο μιγαδικό επίπεδο ευθεία.
ΜΟΝΑΔΕΣ 10
ΘΕΜΑ 2ο 
Α. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής στο διάστημα [α,β] με 
[image: image246.wmf]α<1

 και ισχύει 
[image: image247.wmf][

]

22

f(

α)+f(β)=2f(α)-f(β)-1

. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image248.wmf]2

f(x)=x

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).
ΜΟΝΑΔΕΣ 12
Β. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image249.wmf]z=x+yi,  x,yR

Î

 για τους οποίους ισχύει:


[image: image250.wmf](

)

22

z-lm(z)+1+1=0


α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z.

ΜΟΝΑΔΕΣ 4
β) Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image251.wmf]z

 με 
[image: image252.wmf]z=8


ΜΟΝΑΔΕΣ 4

γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε αριθμό ρ με 
[image: image253.wmf]ρ>0

 υπάρχουν πάντα δύο μιγαδικοί αριθμοί z με 
[image: image254.wmf]z=

ρ


                                                                               ΜΟΝΑΔΕΣ 5
ΘΕΜΑ 3ο
Α. Έστω η συνάρτηση f συνεχής στο 
[image: image255.wmf]¡

 για την οποία ισχύει:

[image: image256.wmf](

)

ò

 x

2

 0

 ftdt-x+

πx+ημx

≥05

  για κάθε 
[image: image257.wmf]¡

x

∈


Αν 
[image: image258.wmf](

)

ò

 

π

 0

 fx dx=0

, τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image259.wmf](

)

fx=

π

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 
[image: image260.wmf](

)

0,

π

                                               ΜΟΝΑΔΕΣ 12         
Β. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 
[image: image261.wmf]¡

 με 
[image: image262.wmf]f(x)>0

¢

 και 
[image: image263.wmf]f(x)>1

 για κάθε 
[image: image264.wmf]x

Î

¡

. 
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g με τύπο 
[image: image265.wmf] x x

 

α α

g(x)=f(t)dt-lnf(t)dt,  

α

Î

òò

¡

 είναι κυρτή στο 
[image: image266.wmf]¡

.
ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β) Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image267.wmf]xR

Î

 για τις οποίες ισχύει 
[image: image268.wmf](

)

(

)

2

2

fx

f(2x)

fx

e

=

f(2x)

e


ΜΟΝΑΔΕΣ 7
ΘΕΜΑ 4ο 
Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image269.wmf]R

, με συνεχή παράγωγο και   
[image: image270.wmf](

)

fx0

¢

¹

 για κάθε 
[image: image271.wmf]x

Î

R

, για την οποία ισχύει 
[image: image272.wmf]x1

f(x)2

lim2

x1

®

-

=

-

. Ορίζουμε τη συνάρτηση g με τύπο:

[image: image273.wmf] x

2

 0

g(x)tf(xt)dtx,  x

=--Î

ò

¡


α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
[image: image274.wmf]f

C

 στο 
[image: image275.wmf]0

x1

=


             ΜΟΝΑΔΕΣ 7          
β) Να μελετήσετε την g ως προς την κυρτότητα.                                      ΜΟΝΑΔΕΣ 8
γ) Αν το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
[image: image276.wmf]g

C

 της g, την εφαπτομένη της 
[image: image277.wmf]g

C

 στο 
[image: image278.wmf]0

x1

=

 και τις ευθείες 
[image: image279.wmf]x1

=

 και 
[image: image280.wmf]x2

=

 είναι ίσο με 
[image: image281.wmf](

)

(

)

1

5g1g1

2

¢

--

, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image282.wmf](

)

 

 

2

1

gxdx5

=

ò
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

                  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω η συνάρτηση f με 
[image: image283.wmf]f(x)=

ημx, x

Î

¡

. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image284.wmf]¡

 και ισχύει 
[image: image285.wmf]f(x)=

συνx, x

¢

Î

¡

.
 








ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να διατυπώσετε το θεώρημα του Rolle και να δώσετε τη γεωμετρική του ερμηνεία.








 ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις: 
α) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R, τότε για 
[image: image286.wmf]12

x, xR

Î

 ισχύει η ισοδυναμία 
[image: image287.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1212

ffx<ffxx<x

Û


β) Ισχύει 
[image: image288.wmf]zRe(z)

³

 για κάθε 
[image: image289.wmf]zC

Î


γ) Αν για 
[image: image290.wmf]12

x,xR

Î

 με 
[image: image291.wmf]12

xx

<

 ισχύει 
[image: image292.wmf]2

1

 x

 x

 f(x)dx0

¢

=

ò

, τότε η γραφική παράσταση της f έχει εφαπτομένη παράλληλη στον άξονα 
[image: image293.wmf]xx

¢


δ) Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και ισχύει 
[image: image294.wmf](

)

f(x)

ημx-2>0

¢

 για κάθε 
[image: image295.wmf]xR

Î

, τότε η f αντιστρέφεται
ε) Ισχύει 
[image: image296.wmf](

)

xx-1

2=x 2ln2

¢

 για κάθε 
[image: image297.wmf]xR

Î


ΜΟΝΑΔΕΣ 10
ΘΕΜΑ 2ο 
Α. Έστω ο μιγαδικός αριθμός z με 
[image: image298.wmf]z=1  

και  z+1=α

, να αποδείξετε ότι:
α) 
[image: image299.wmf]0

α2

££




                 




    ΜΟΝΑΔΕΣ 4
β) 
[image: image300.wmf]2

α-2

Re(z)=

2





              


   
   ΜΟΝΑΔΕΣ 4

γ) 
[image: image301.wmf]22

z-z+1=

α-3

 
    






    ΜΟΝΑΔΕΣ 4

Β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z για τους οποίους ισχύει 
[image: image302.wmf]2z-4=1+z

. Κατόπιν αν 
[image: image303.wmf]12

z, z

 είναι σημεία του παραπάνω γεωμετρικού τόπου τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image304.wmf]12

z-z4

£

.

ΜΟΝΑΔΕΣ 13
ΘΕΜΑ 3ο
Α.
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image305.wmf]ημx

z=1+x-

α+βi

, με 
[image: image306.wmf]xR

Î

, 
[image: image307.wmf]α>0,  βR

Î

. Αν ισχύει 
[image: image308.wmf]z+1z-1

³

 τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image309.wmf]α=e


ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο 
[image: image310.wmf]2

f(x)=4+x+

αx+β,  α, βR

Î

 της οποίας η γραφική παράσταση έχει ασύμπτωτη στο 
[image: image311.wmf]+

¥

 την ευθεία 
[image: image312.wmf]y=2x


α) Να υπολογίσετε τα α, β. 






    ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image313.wmf](

)

 1

2

 0

2x

I=dx

f(x)-x

ò
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γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g με τύπο 
[image: image314.wmf] x -x

2

 0 0

g(x)=f(t)dt+f(t)dt-x+2012,

òò

 
[image: image315.wmf]xR

Î

 είναι σταθερή και να βρείτε την τιμή της.



   ΜΟΝΑΔΕΣ 5
ΘΕΜΑ 4ο  
Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image316.wmf](

)

0,

+¥

, με  
[image: image317.wmf](

)

(

)

f11f1e

¢

--==

  και για κάθε 
[image: image318.wmf](

)

x0,

Î+¥

 ισχύει 
[image: image319.wmf](

)

11

4

xx

xfx2xee

¢¢

=+


α) Να βρείτε τον τύπο της 
[image: image320.wmf]f

                                                                        ΜΟΝΑΔΕΣ 5 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image321.wmf](

)

fx0

=

 έχει μια ακριβώς ρίζα.                    ΜΟΝΑΔΕΣ 5
γ) Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image322.wmf](

)

2

x

fx

lim

x

ημx

®+¥

+

                                                             ΜΟΝΑΔΕΣ 5
δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης 
[image: image323.wmf]f

C

 της 
[image: image324.wmf]f

               ΜΟΝΑΔΕΣ 5
ε) Αν 
[image: image325.wmf](

)

(

)

 

2

fx

gx,x0

x

=>

, τότε να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
[image: image326.wmf]g

C

 της 
[image: image327.wmf]g

 τον άξονα 
[image: image328.wmf]xx

¢

 και τις ευθείες 
[image: image329.wmf]1

x

e

=

 και 
[image: image330.wmf]x1

=


ΜΟΝΑΔΕΣ 5
                                                          ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

                           ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Αν 
[image: image331.wmf]f(x)>0

¢

 σε κάθε εσωτερικό σημείο του x του Δ, τότε να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το διάστημα Δ.

 








ΜΟΝΑΔΕΣ 10
Β.
Να δώσετε τον ορισμό του τοπικού μεγίστου μιας συνάρτησης f με πεδίο ορισμού το σύνολο Α.








 ΜΟΝΑΔΕΣ 5
Γ. Να χαρακτηρίσετε με την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις: 
α) Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image332.wmf]12

z,z

 ισχύει 
[image: image333.wmf]12

z=z

, τότε οπωσδήποτε είναι και 
[image: image334.wmf]12

z=z


β) Αν 
[image: image335.wmf]12

z,z

 είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί τότε πάντα ισχύει:


[image: image336.wmf](

)

(

)

(

)

1212

Rezz=RezRez

××


γ) Αν για κάθε 
[image: image337.wmf]12

x,xR

Î

 με 
[image: image338.wmf]12

xx

¹

 ισχύει 
[image: image339.wmf]2

1

 x

 x

 f(x)dx0

¢

¹

ò

, τότε η f είναι 1 -1
δ) Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και ισχύει 
[image: image340.wmf](

)

2

f(x)x+1>0

¢

 για κάθε 
[image: image341.wmf]xR

Î

, τότε η f αντιστρέφεται
ε) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [0,1] με 
[image: image342.wmf]f(0)f(1)>0

 για κάθε 
[image: image343.wmf]x(0,1)

Î

,  τότε η f οπωσδήποτε δεν έχει ρίζα στο (0,1)
ΜΟΝΑΔΕΣ 10
ΘΕΜΑ 2ο 
Δίνονται οι συναρτήσεις f και g ορισμένες και παραγωγίσιμες στο διάστημα [1,2] με 
[image: image344.wmf]g(x)0

¹

 για κάθε 
[image: image345.wmf]x[1,2]

Î

. Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image346.wmf]z=f(1)-if(2)

 και 
[image: image347.wmf]w=g(2)-ig(1)

 ισχύει 
[image: image348.wmf]z-w=z+w

, τότε να αποδείξετε ότι:
α) Ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image349.wmf]zw

×

 είναι φανταστικός


                 ΜΟΝΑΔΕΣ 8
β) Ισχύει 
[image: image350.wmf]f(1)f(2)

=

g(1)g(2)





              


   ΜΟΝΑΔΕΣ 8

γ) Η εξίσωση 
[image: image351.wmf]f(x)g(x)

f(x)=

g(x)

¢

¢

 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (1,2) 
    ΜΟΝΑΔΕΣ 9
ΘΕΜΑ 3ο
Α.
Έστω η συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα [1,2] με 
[image: image352.wmf]f(1)=1

 και 
[image: image353.wmf]f(2)=3

. Να αποδείξετε ότι:

α) Υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image354.wmf]1

x(1,2)

Î

 τέτοιο ώστε να είναι 
[image: image355.wmf](

)

1

fx=2

          ΜΟΝΑΔΕΣ 3
β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image356.wmf]2

x[1,2]

Î

 τέτοιο ώστε να είναι: 

[image: image357.wmf](

)

2

3

4fx=2f(1)+f+f(2)

2

æö

ç÷

èø

 
ΜΟΝΑΔΕΣ 5
γ) Υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image358.wmf]3

x(1,2)

Î

 τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 
[image: image359.wmf]f

C

 στο σημείο 
[image: image360.wmf](

)

(

)

33

Ax,fx

 να είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image361.wmf]y=2x+1

 


    ΜΟΝΑΔΕΣ 5

Β. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image362.wmf](

)

0

,

+¥

, με 
[image: image363.wmf](

)

(

)

f11f120

¢

+=-=

 και για κάθε 
[image: image364.wmf]x0

>

 ισχύει 
[image: image365.wmf](

)

(

)

2

fxfx

x

¢¢¢

=-


α) Να βρείτε τον τύπο της f και το σύνολο τιμών της.                                  ΜΟΝΑΔΕΣ 6
β) Ορίζουμε τη συνάρτηση 
[image: image366.wmf]g

 με τύπο 
[image: image367.wmf](

)

(

)

x1

gxfxe1, x0

-

=++>

. Να μελετήσετε την 
[image: image368.wmf]g

 ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

ΜΟΝΑΔΕΣ 6
ΘΕΜΑ 4ο 
Δίνεται η συνάρτηση f, ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R για την οποία για κάθε 
[image: image369.wmf]xR

Î

 ισχύει:  
[image: image370.wmf]3

f(x)+4f(x)=4x


α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το πρόσημό της.
ΜΟΝΑΔΕΣ 5
β) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
    ΜΟΝΑΔΕΣ 5
γ) Αν 
[image: image371.wmf]g(x)=2x+f(x),  xR

Î

, τότε να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών αριθμών z για τους οποίους ισχύει:


[image: image372.wmf]22

g(4)+1

z-1+z-f(4)-i=

2


ΜΟΝΑΔΕΣ 7
δ) Να λύσετε την ανίσωση:

[image: image373.wmf](

)

22

fx-3x+2x<6x+10
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