
Ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá

fi = v
v
i êáé   fi % = 100 fi

Éó÷ýïõí:
• 0 ≤ fi ≤ 1,  i = 1, 2, ..., ê • f1 + f2 + …+fk = 1

ÁèñïéóôéêÝò óõ÷íüôçôåò

Íi = í1 + í2 + …+íi,   vi = Ni − Ni − 1 Fi = f1 + f2 +… +fi,   fi = Fi − Fi − 1

Yðïëïãéóìüò ôïõ ôüîïõ óå êõêëéêü äéÜãñáììá

ái = 36
v
0° vi = 360°fi

Õðïëïãéóìüò ðëÜôïõò êëÜóåùí óå ïìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá

c = R
ê

 ,

üðïõ R: åýñïò ôïõ äåßãìáôïò êáé ê: ðëÞèïò êëÜóåùí

Êáìðýëåò óõ÷íïôÞôùí

ÌÝôñá èÝóçò

1. ÌÝóç ôéìÞ (áñéèìçôéêüò ìÝóïò)

(ãéá áðëÝò ðáñáôçñÞóåéò)

(üôáí ç ôéìÞ xi Ý÷åé óõ÷íüôçôá íi)

O äåýôåñïò ôýðïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ïìáäïðïéçìÝíá
äåäïìÝíá êáé xi, íi åßíáé ç êåíôñéêÞ ôéìÞ êáé ç óõ÷íüôçôá ôçò i êëÜóçò áíôßóôïé÷á.
Áí ãéá ôç ìåôáâëçôÞ y éó÷ýåé y = áx + â, ôüôå y áx â= +

i i i i
1x x í x f
í

= =∑ ∑

i
1x t
í

= ∑

ÓÔÁÔÉÓÔÉÊÇ 
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2. Óôáèìéêüò ìÝóïò

üðïõ wi ï óõíôåëåóôÞò âáñýôçôáò ôçò ôéìÞò xi.

Ï óôáèìéêüò ìÝóïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ìÝóçò
ôéìÞò ðåñéóóüôåñùí ïìÜäùí äåäïìÝíùí, ìå äéáöïñåôéêü ìÝãåèïò, ôùí ïðïßùí ãíù-
ñßæïõìå ôéò ìÝóåò ôéìÝò.

3. ÄéÜìåóïò
Ç äéÜìåóïò í ðáñáôçñÞóåùí ðïõ Ý÷ïõí äéáôá÷èåß óå áýîïõóá óåéñÜ åßíáé:

Ç ìåóáßá ðáñáôÞñçóç áí í ðåñéôôüò
Ï áñéèìçôéêüò ìÝóïò ôùí äýï ìåóáßùí ðáñáôçñÞóåùí áí í Üñôéïò

Óôçí ðåñßðôùóç ïìáäïðïéçìÝíùí äåäïìÝíùí ç äéÜìåóïò ðñïóäéïñßæåôáé ãñáöéêÜ Þ
ìå ôçí âïÞèåéá ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí.

4. Åðéêñáôïýóá ôéìÞ
Ïñßæåôáé ç ðáñáôÞñçóç ìå ôç ìåãáëýôåñç óõ÷íüôçôá.
Óôçí ðåñßðôùóç ïìáäïðïéçìÝíùí äåäïìÝíùí ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ ðñïóäéïñßæåôáé
ãñáöéêÜ Þ ìå ôç âïÞèåéá ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí.

ÌÝôñá äéáóðïñÜò

1. Åýñïò (R)
Ç äéáöïñÜ ôçò ìéêñüôåñçò áðü ôç ìåãáëýôåñç ðáñáôÞñçóç.
2. Äéáêýìáíóç (s2)

(ãéá áðëÝò ðáñáôçñÞóåéò)

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ìÝóç ôéìÞ äåí åßíáé áêÝñáéïò ìáò äéåõêïëýíåé ï ôýðïò

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå óõ÷íüôçôåò Þ ïìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá ÷ñçóéìïðïéïý-
ìå ôïõò ôýðïõò:

áíôßóôïé÷á üðïõ: üôáí Ý÷ïõìå ïìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá xi åßíáé ôá êÝíôñá ôùí êëÜ-
óåùí êáé íi ïé áíôßóôïé÷åò óõ÷íüôçôåò.

3. ÔõðéêÞ áðüêëéóç (s)

Óôçí ðåñßðôùóç êáíïíéêÞò Þ ðåñßðïõ êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò éó÷ýïõí:

i) Ôï 68% ôùí ðáñáôçñÞóåùí âñßóêåôáé óôï äéÜóôçìá

ii) To 95% ôùí ðáñáôçñÞóåùí âñßóêåôáé óôï äéÜóôçìá 

iii) To 99,7% ôùí ðáñáôçñÞóåùí âñßóêåôáé óôï äéÜóôçìá 

iv) To åýñïò åßíáé ðåñßðïõ ßóï ìå Ýîé ôõðéêÝò áðïêëßóåéò, äçëáäÞ R 6s≈

( )x 3s , x 3s- +

( )x 2s , x 2s- +

( )x s , x s- +

2s s=

( ) ( )2
2 i i2 2 2

i i i i
x í1 1s x x í     Þ    s x í

í í í

 
 = − = −
  

∑∑ ∑

( )2 2
2i2 2 2 i

i
t x1s t    Þ   s x

í í í

 
 = − = −
  

∑ ∑∑

22
i

1s (t x )
í

= −∑

i i

i

x w
x

w
= ∑

∑
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4. ÓõíôåëåóôÞò ìåôáâïëÞò (cí)

(åðß ôïéò åêáôü)

Áí cí ≤ 10% ôüôå ôï äåßãìá ëÝãåôáé ïìïéïãåíÝò.
Áí y = á + âx ôüôå éó÷ýåé:

5. ÃñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç

Åõèåßá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí: , üðïõ , 

ÐñÜîåéò ìå åíäå÷üìåíá

Áóõìâßâáóôá åíäå÷üìåíá

ÐÉÈÁÍÏÔÇÔÅÓ

á y âx= −( )( )
( )

i i i i
22

i i

í x y x y
â

í x x

−
=

−
∑ ∑ ∑

∑ ∑
y á âx= +

2 2 2
y x y xS â S   êáé  S â S  = =

s
cí  ,  x 0

x
= ≠
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Ôá åíäå÷üìåíá åßíáé áíÜ äýï áóõìâßâáóôá.

×áñáêôçñéóôéêÝò åêöñÜóåéò êáé äéáôýðùóç ôïõò ìå óýìâïëá

• "Äåí ðñáãìáôïðïéåßôáé êáíÝíá áðü ôá Á,Â"

• "Ôá Á, Â äåí ðñáãìáôïðïéïýíôáé óõã÷ñüíùò" 
• "Ðñáãìáôïðïéåßôáé áêñéâþò Ýíá áðü ôá Á,Â" 

• "Ç ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ Á óõíåðÜãåôáé ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ Â" 

Êëáóéêüò ïñéóìüò ôçò ðéèáíüôçôáò

P(A) = 
N
N

(
(
Ù
A)

)
 (åöáñìüæåôáé üôáí Ý÷ïõìå éóïðéèáíÜ áðëÜ åíäå÷üìåíá)

ÓõíÝðåéåò: 

Áîéùìáôéêüò ïñéóìüò ôçò ðéèáíüôçôáò

¸óôù Ù = {ù1, ù2, …, ùí} Ýíáò äåéãìáôéêüò ÷þñïò ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò óôïé÷åß-
ùí. Óå êÜèå Üðëï åíäå÷üìåíï {ùi} ôïõ Ù áíôéóôïé÷ßæïõìå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü
P(ùi) Ýôóé þóôå íá éó÷ýïõí: 

Ôïí áñéèìü P(ùi) ïíïìÜæïõìå ðéèáíüôçôá ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ {ùi}.
Ùò ðéèáíüôçôá ôïõ ìç êåíïý åíäå÷ïìÝíïõ Á = {á1, á2, …, áê} ïñßæïõìå

P(A) = P(á1) + P(á2) + … + P(áê).

Ùò ðéèáíüôçôá ôïõ áäýíáôïõ åíäå÷ïìÝíïõ ïñßæïõìå
ÓõíÝðåéá: P(Ù) = 1

Êáíüíåò ëïãéóìïý ðéèáíïôÞôùí

• Áðëüò ðñïóèåôéêüò íüìïò
Áí ôá åíäå÷üìåíá Á,Â åßíáé áóõìâßâáóôá, ôüôå 
Éó÷ýåé êáé ãéá ðåñéóóüôåñá åíäå÷üìåíá áñêåß íá åßíáé áíÜ äýï áóõìâßâáóôá.
• P(A´) = 1 − P(A)
• Ðñïóèåôéêüò íüìïò

• Áí ôüôå 

•

Ìéãáäéêïß áñéèìïß

• Áí  í = 4ñ + õ, õ = 0, 1, 2, 3  éó÷ýïõí:

ÁËÃÅÂÑÁ 

P(A B) P(A) P(A B)− = − ∩

P(A) P(B)≤Á Â⊆
P(A B) P(A) P(B) P(A B)∪ = + − ∩

P(A B) P(A) P(B)∪ = +

P( ) 0∅ =∅

i 1 2 í 0 P(ù ) 1  P(ù ) P(ù ) ... P(ù ) 1≤ ≤ + + +• =•

P(Ù) 1 P( ) 0 0 P(A) 1= ∅ = ≤ ≤

Á Â⊆

(Á Â´) (Á´ Â) Þ (Á  Â) (Â Á) ∩ ∪ ∩ − ∪ −

(Á Â)´ Þ Á´ Â´∩ ∪
(Á Â)´ Þ Á´ Â´∪ ∩

A B´,  Á Â,  Á´ Â∩ ∩ ∩
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• Áí  z1 = á + âi  êáé  z2 = ã + äi  éó÷ýïõí:

• Áí  z = á + âi  êáé  z = á − âi  éó÷ýïõí:

• Áí z = á + âi  éó÷ýïõí:

• Áí  z = á + âi  éó÷ýïõí:

• Ç åéêüíá ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé:
, ñ > 0 áíÞêåé óå êýêëï ìå êÝíôñï ôï óçìåßï Ê(zo) êáé áêôßíá ñ.

• Ç åéêüíá ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé:
áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôïõ ôìÞìáôïò ìå Üêñá ôá óçìåßá Á(z1) êáé  Â(z2)

• ÔñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ìéãáäéêïý áñéèìïý: z = á + âi = ñ(óõíè + içìè)

üðïõ êáé è ãùíßá ìå óõíè = 
ñ
á , çìè = 

ñ
â (Ýíá üñéóìá ôïõ z).

• Áí , ôüôå:

• Áí  z = ñ(óõíè + içìè)  åßíáé ìéãáäéêüò áñéèìüò óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ êáé í åßíáé
Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò, ôüôå:

• Ç åîßóùóç üðïõ í èåôéêüò áêÝñáéïò êáé ç ôñéãù-
íïìåôñéêÞ ìïñöÞ åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý Ý÷åé í äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò ïé ïðïßåò äßíïíôáé
áðü ôïí ôýðï:

í
ê

2êð è 2êð è
z ñ óõí içì ,    ê 0,1,2,...,í 1

í í
+ +æ ö

= + = -è ø

ñ(óõíè içìè)+íz ñ(óõíè içìè)= +

[ ]í íz ñ óõí(íè) içì(íè)= +

[ ]
[ ]

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

2 2

z z ñ ñ     êáé    è è 2êð,    ê z

z z ñ ñ óõí(è è ) içì(è è )

z ñ
óõí(è è ) içì(è è )

z ñ

= ⇔ = − = ∈

⋅ = ⋅ + + +

= − + −

1 1 1 1 2 2 2 2z ñ (óõíè içìè )    êáé    z ñ (óõíè içìè )= + = +

ñ z=

1 2z z z z− = −

0z z ñ− =

íí
1 2 1 2 1z z z z z z  z= − ≤ + ≤ +

22 2

1 1
1 2 1 2 2

2 2

z á â z z z z z z

z z
z z z z , z

 

0
z z

 = + = = − = ⋅

⋅ = ⋅ = ≠

z z z z É z z\∈ ⇔ = ∈ ⇔ = −

z z 2á z z 2âi+ = − =

1 2 1

1 2 1 2

1
1 2 2 2 2 2

2

z z á ã    êáé    â ä z 0 á 0      êáé    â 0

z z (á ã) (â ä)i z z (á ã) (â ä)i

z áã âä âã áä
z z (áã âä) (áä âã)i i

ä
 
z ã ã ä

= ⇔ = = = ⇔ = =
+ = + + + − = − + −

+ −⋅ = − + + = +
+ +

v

1,    áí  õ 0

i,    áí  õ 1
i

1,    áí  õ 2

i,   áí  õ 3

=
 ==  − =
 − =
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• Áí ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z0 = á + âi åßíáé ñßæá ìéáò ðïëõùíõìéêÞò åîßóùóçò ìå ðñáãìá-

ôéêïýò óõíôåëåóôÝò, ôüôå êáé ï óõæõãÞò ôïõ åßíáé ñßæá ôçò åîßóùóçò áõôÞò.

ÓõíáñôÞóåéò

• ¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g ìå ðåäßá ïñéóìïý Á êáé Â áíôßóôïé÷á.

Ïé óõíáñôÞóåéò f + g,  f − g, f ⋅ g Ý÷ïõí ðåäßï ïñéóìïý ôï êáé ç 
g
f   ôï åîáé-

ñïõìÝíùí ôùí ôéìþí ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò åßíáé g(x) = 0.

Ïé ôýðïé ôùí ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåùí åßíáé:

• Áí f, g åßíáé äýï óõíáñôÞóåéò ìå ðåäßá ïñéóìïý Á, Â áíôßóôïé÷á, ôüôå ïíïìÜæïõìå óýí-
èåóç ôçò f ìå ôçí g, êáé óõìâïëßæïõìå ìå gof ôç óõíÜñôçóç ìå ôýðï 

êáé ðåäßï ïñéóìïý ôï óýíïëï 

• Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé “1-1” ôüôå áíôéóôñÝöåôáé, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýïõí:

¼ñéï óõíÜñôçóçò óôï x0 ∈

ÊñéôÞñéï ðáñåìâïëÞò

• Áí ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò f, g, h éó÷ýïõí:

h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) êïíôÜ óôï x0 ôüôå 

¼ñéï óõíÜñôçóçò óôï Üðåéñï

í
íx x

í
íx x

1  lim x     êáé    lim 0,    í
x

,  áí  í  áñôéïò 1  lim x     êáé    lim 0
   áí  í  ðåñéôôïò x

•

•

∗
→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

= +∞ = ∈

+∞= = −∞

`

�
�

0x x
lim f(x)
→

= l
0 0x x x x

lim h(x) lim g(x)
→ →

= =

( )
0 0

0

0 0

0 0

x x x x

0
x x h 0

0
x x    x x

0 0
x x  x x

x 0 x 0

  lim f(x) lim f(x) 0

  lim f(x) lim f(x h)

  lim x x    êáé lim c c

  lim çìx çìx    êáé lim óõíx óõíx

çìx óõíx 1  lim 1    êáé    li

•

•

•

x x

•

• m 0

→ →

→ →

→ →

→ →

→ →

= ⇔ − =

= ⇔ + =

= =

= =

−= =

\

( )1 1f (f(x)) x    êáé    f f (y) y− −= =

{ }1A x Á / f(x) Â= ∈ ∈ ≠ ∅

( )(gof)(x) g f(x)=

f f(x)
(x) (f g)(x) f(x) g(x)

g g(x)
æ ö

= × = ×ç ÷è ø

(f g)(x) f(x) g(x) (f g)(x) f(x) g(x)+ = + - = -

A B∩A B∩

0z á âi= −

ÌáèçìáôéêÜ Ã´ Ëõêåßïõ

Ì
Á
È
Ç
Ì
Á
Ô
É
Ê
Á

6 Ç ðáñáãùãÞ ôïõ ôõðïëïãßïõ áðü ôçí åôáéñåßá Orbit Graphic Design &  Advertising

ôçë. 210 3840020



ÌáèçìáôéêÜ Ã´ Ëõêåßïõ

Ì
Á
È
Ç
Ì
Á
Ô
É
Ê
Á

7

• Áí 0 < á < 1, ôüôå

ÓõíÝ÷åéá óõíÜñôçóçò

• ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï Á êáé x0 ∈ A.  Áí éó÷ýåé:

èá ëÝìå üôé ç f åßíáé óõíÜñôçóç óõíå÷Þò óôï óçìåßï x0.

• Èåþñçìá Bolzano
¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óôï äéÜóôçìá [á, â].  Áí 

Ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï [á, â] êáé 
f(á) ⋅ f(â) < 0,

ôüôå õðÜñ÷åé, Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí x0 ∈ (á, â) ôÝôïéï, þóôå íá åßíáé f(x0) = 0.

• Èåþñçìá åíäéÜìåóùí ôéìþí
¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óôï äéÜóôçìá [á, â].  Áí 

ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï [á, â] êáé
f(á) ≠ f(â),

ôüôå ãéá êÜèå áñéèìü n ìåôáîý ôùí f(á) êáé f(â) õðÜñ÷åé Ýíá, ôïõëÜ÷éóôïí x0 ∈ (á, â)
ôÝôïéï þóôå íá åßíáé f(x0) = n

• Èåþñçìá ìÝãéóôçò êáé åëÜ÷éóôçò ôéìÞò
Áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â], ôüôå õðÜñ÷ïõí x1, x2 ∈ [á, â] ôÝ-
ôïéá þóôå áí m = f(x1) êáé M = f(x2), íá éó÷ýåé:

m ≤ f(x) ≤ M, ãéá êÜèå x ∈ [á, â].

• Åýñåóç óõíüëïõ ôéìþí óõíå÷þò óõíÜñôçóçò

1. Ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé ôï äéÜóôçìá  Á = [á, â]
á. Áí 

â. Áí 

2. Ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé ôï äéÜóôçìá Á = (á, â)

á. Áí 

â. Áí ( )x â x á
f A    ôïôå    f(A) lim f(x), lim f(x)�

− +→ →
� =

( )x á x â
f A    ôïôå    f(A) lim f(x), lim f(x)�

+ −→ →
↑ =

f A    ôïôå    f(A) [f(â),f(á)]↓ =�
f A    ôïôå    f(A) [f(á),f(â)]↑ =�

0

0
x x
lim f(x) f(x )
→

=

x x

x x

á á
x x 0

lim á 0    êáé    lim á

lim log x     êáé    lim log x
+

→+∞ →−∞

→+∞ →

= = +∞

= −∞ = +∞

í í 1
í í 1 1 0 í

ê ê 1
ê ê 1 1 0 ê

í í
í í

x x x   x

í
í

êx x ê

  Aí  P(x) á x á x .... á x á ,  á 0

   Q(x) â x â x .... â x â ,   â 0,   ôïôå

 lim P(x) lim (á x )    êáé    lim P(x) lim P(á x )

á xP(x)  lim lim    êáé   
Q(x) â x

• −
−

−
−

→+∞ →+∞ →−∞ −∞

→+∞ →+∞

= + + + + ≠

= + + + + ≠

= =

=

�

í
í

êx x ê

x x

x x

á á
x x 0

á xP(x)lim lim
Q(x) â x

  Áí  á 1, ôïôå

  lim á     êáé    lim á 0

  lim log x     êáé    lim l g

•

o x
+

→−∞ →−∞

→+∞ →−∞

→+∞ →

=

>

= +∞ =

= +∞ = −∞

�
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ÐáñÜãùãïò óõíÜñôçóçò

• ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï Á êáé x0 ∈ A. Èá ëÝìå

üôé ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x0 ∈ A áí õðÜñ÷åé ôï êáé

åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, äçëáäÞ:

• Ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò Cf óôï óçìåßï Á(x0, f(x0)) åßíáé:
y − f(x0) = f´(x0)(x − x0)
• Áí ìéá óõíÜñôçóç åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá óçìåßï x0 ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò, ôü-
ôå åßíáé êáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï áõôü.

ÐáñÜãùãïé óõíáñôÞóåùí

• Èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò
Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé:

óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â]
ðáñáãùãßóéìç óôï äéÜóôçìá (á, â),

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá, ôïõëÜ÷éóôïí î ∈ (á, â) ôÝôïéï þóôå íá åßíáé:  

• Èåþñçìá Rolle
Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé:

óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â]
ðáñáãùãßóéìç óôï äéÜóôçìá (á, â)
f(á) = f(â)

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá, ôïõëÜ÷éóôïí î ∈ (á, â) ôÝôïéï þóôå íá åßíáé

f(â) f(á)
f (î)

â á
−′ =
−

( )
( )

( )

f(x) f(x)

   óõíf(x) ´ çìf(x) f (x)

   e ´ e f (x)

1   ln f(x) ´ f (x)
f(x)

′= −

′=

′=

( )

( )

1   f(x) ´ f (x)
2 f(x)

   çìf(x) ´ óõíf(x) f (x)

′=

′=

( )

á á 1

x x

í í 1

   (x )´ áx ,    á

   (á )´ á lná,   á 0,  x

 f (x) ´ íf (x)  f (x)

−

−

= ∈ −

= > ∈

′=•

\ ]

\

( )

( )

í í 1

x x

 c ´ 0      (x)´ 1    (x )´ íx ,  í {0,1}

1   x ´ ,  x (0, )
2 x

   (çìx)´ óõíx          (óõíx)´ çìx

1   (e )´ e                 (lnx)´ ,  x 0
x

−= = = ∈ −

= ∈ +∞

= = −

=

•

= >

`

0

0
0

x x 0

f(x) f(x )
f (x ) lim

x x→

−′ =
−

0

0
x x 0

f(x) f(x )
lim

x x→

−
−
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• Áí ãéá ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óå Ýíá äéÜóôçìá Ä éó÷ýïõí:
åßíáé óõíå÷Þò óôï Ä
f´(x) = 0 ãéá êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ä,

ôüôå ç f åßíáé óôáèåñÞ óôï Ä.
• Áí ãéá äýï óõíáñôÞóåéò f, g ïñéóìÝíåò óå Ýíá äéÜóôçìá Ä éó÷ýïõí:

ïé f, g åßíáé óõíå÷åßò óôï Ä
f´(x) = g´(x)  ãéá êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ä,

ôüôå õðÜñ÷åé óôáèåñÜ c ôÝôïéá þóôå íá åßíáé
f(x) = g(x) + c

• ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f, ç ïðïßá åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá äéÜóôçìá Ä.
Áí f´(x) > 0 óå êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ä, ôüôå ç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá óôï Ä.
Áí f´(x) < 0 óå êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ä, ôüôå ç f åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá óôï Ä.

• Èåþñçìá  Fermat
¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óå Ýíá äéÜóôçìá Ä êáé x0 Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
Ä.  Áí ç f ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï óôï x0 êáé åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï áõôü ôüôå
f~(x0) = 0.
• ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óå Ýíá äéÜóôçìá Ä êáé äýï öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óôï
åóùôåñéêü ôïõ Ä.

Áí f´´(x) > 0 ãéá êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï x ∈ Ä, ôüôå ç f åßíáé êõñôÞ óôï Ä.
Áí f´´(x) < 0 ãéá êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï x ∈ Ä, ôüôå ç f åßíáé êïßëç óôï Ä.

Aóýììðôùôåò

Ç åõèåßá  y =  ëx + â åßíáé áóýìðôùôç ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò f óôï , áíôé-
óôïß÷ùò óôï áí êáé ìüíïí áí

áíôéóôïß÷ùò:

Káíüíåò de L~ Hospital

• Áí êáé õðÜñ÷åé ôï ôüôå:

• Áí êáé õðÜñ÷åé ôï ôüôå:

ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá éó÷ýåé êáé ãéá ôéò ìïñöÝò ,  ,  +∞ −∞ −∞
−∞ +∞ −∞

0 0x x x x

f ´(x)f(x)lim lim
g(x) g´(x)→ →

=

0x x

f ´(x)
lim

g´(x)→
0 0

0
x x x x
lim f(x) ,   lim g(x) ,   x { , }
→ →

= +∞ = +∞ ∈ ∪ −∞ +∞\

0 0x x x x

f ´(x)f(x)lim lim
g(x) g´(x)→ →

=

0x x

f ´(x)
lim

g´(x)→
0 0

0
x x x x
lim f(x) 0,     lim g(x) 0,     x { , }
→ →

= = ∈ ∪ −∞ +∞\

x x

f(x)lim ë     êáé    lim [f(x) ëx] â
x→−∞ →−∞

= ∈ − = ∈\ \

x x

f(x)lim ë     êáé    lim [f(x) ëx] â
x→+∞ →+∞

= ∈ − = ∈\ \

−∞
+∞

f (î) 0′ =
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ÏëïêëÞñùìá

Áüñéóôï ïëïêëÞñùìá

ÏëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò

ÏëïêëÞñùóç ìå áíôéêáôÜóôáóç

u = g(x)    êáé    du = g~(x)dx

OñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá

• Áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â], ìå f(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ [á, â]
êáé ç f äåí åßíáé ðáíôïý ìçäÝí, ôüôå:

á

á

â

á

â â

á á

â â â

á á á

â â â

á á á

 f(x)dx 0

 Áí f(x) 0    ôïôå    f(x)dx 0

 ëf(x)dx ë f(x)dx

 [f(x) g(x)]dx f(x)dx g(x)dx

 [ëf(x) ìg(x)]dx ë f(x)dx

•

•

•

•

• ì g(x)dx

=

≥ ≥

=

+ = +

+ = +

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

�

â á

á â
 f(x)dx f(• x)dx= −∫ ∫

( ) f g(x) g´(x)dx f(u du• )=∫ ∫

 f(x)g´(x)dx f(x)g(x) f ´(x)g(x d• ) x= −∫ ∫

( )

xx á á dx c
lná

 ëf(x)d(x) ë f(x)d(x)

 f(x) g(x) dx f(x)dx

•

•

• g(x)dx

= +

=

+ = +

∫
∫ ∫
∫ ∫ ∫

á 1á

2

2

x x

x x dx c,    á 1
á 1

 óõíxdx çìx c

 çìxdx óõíx c

1 dx åöx c
óõí x

1 dx óöx c
ç

•

•

•

•

•

•

ì x

 e dx e c

+
= + ≠ −

+
= +

= − +

= +

= − +

= +

∫
∫
∫
∫

∫

∫

 f ´(x)dx f(x) c,    c

 0dx c               1dx x c

1 dx ln x c, x 0
x

•

•

•

= + ∈

= = +

= + ≠

∫
∫ ∫
∫

\
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• Áí ç f åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá äéÜóôçìá Ä êáé á, â , ã ∈ Ä, ôüôå éó÷ýåé:

H óõíÜñôçóç  F(x) =

• Áí f åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óå Ýíá äéÜóôçìá Ä êáé á ∈ Ä, ôüôå ç óõíÜñôçóç

åßíáé ìéá ðáñÜãïõóá ôçò f óôçí Ä.  ÄçëáäÞ éó÷ýåé 

ãéá êÜèå x ∈ Ä

• Áí F åßíáé ìéá ðáñÜãïõóá ôçò óõíå÷ïýò óõíÜñôçóçò f óôï äéÜóôçìá [á, â] ôüôå:

OëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò

OëïêëÞñùóç ìå áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

üðïõ u = g(x), du = g~(x)dx,  u1 = g(á)  êáé  u2 = g(â)

Èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý

Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â], ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá, ôïõëÜ÷éóôïí,
î ∈ (á, â) ôÝôïéï, þóôå íá åßíáé 

Eìâáäü åðßðåäïõ ÷ùñßïõ

• ¸óôù f ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á, â]. Ôï åìâáäüí Å ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ
ðåñéêëåßåôáé áðï ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f ôïí Üîïíá x~x êáé ôéò åõèåßåò x = á êáé
x = â åßíáé:

• ¸óôù f, g äýï óõíáñôÞóåéò óõíå÷åßò óôï äéÜóôçìá [á, â].  Ôï åìâáäüí Å ôïõ ÷ùñß-
ïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí f, g êáé ôéò åõèåßåò x = á  êáé
x = â  åßíáé:

â

á
E f(x) g(x) dx= −∫

â

á
E f(x) dx= ∫

â

á
f(x)dx f(î)(â á)= −∫

( ) 2

1

â u

á u
 f g(x) g´(x)dx f(u)du• =∫ ∫

[ ]â ââ
áá á

 f(x)g´(x)dx f(x)g(x) f (x)g(x)dx• ′= −∫ ∫

â

á
f(x)dx F(â) F(á)= −∫

( )x

á
F´(x) f(t)dt f(x)

�
= =ς

x

á
F(x) f(t)dt,    x Ä= ∈∫

x
á

f(t)dt∫∫

â ã â

á á ã
f(x)dx f(x)dx f(x)dx= +∫ ∫ ∫

â

á
f(x)dx 0>∫
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